
4. 답안사례

x≠0에 대하여 
f(x)-f(0)

x-0   =                            =  
ex -1

x · |x| cos 
1

x
  이다. 

lim
ex -1

x =1이고 lim |x| cos
1

x
=0이므로 lim 

f(x)-f(0)

x =0이 존재한다. 

따라서  f(x)는  x=0에서 미분가능하다. 

이때 - |x| ≤ |x| cos
1

x
≤ |x| 이고 lim |x| =0이므로 lim |x| cos

1

x
=0임을 사용하였다. 

x≤-
1
2π 에 대하여  |x| ＞0, ex -1＜0이므로 |x| (ex -1)cos

1

x
＜0이기 위해서는 cos

1

x
＞0이어야 한다. 

1

x =t라 놓으면 -2π≤ t＜0이며 cost＞0이어야 한다. 

따라서,  -2π≤t＜-
3π
2  또는 -

π
2 ＜t＜0, 즉, -

2
3π ＜x≤-

1
2π  또는 x＜-

2
π 이다. 

(i) n=1인 경우

함수 f(x)가 닫힌 구간 
2
3π

, 2
π  에서 연속이므로 최대·최소 정리에 의하여  

2
3π

, 2
π  에서 

최댓값과 최솟값을 가진다. 그런데, 구간의 양 끝점에서 함숫값이 f (
2
3π )=0=f ( 2

π )로 같으므로 

열린 구간 (
2
3π

, 2
π ) 에 속하는 x=c에서 최댓값 또는 최솟값을 갖는다. 따라서 f(x)는 x=c에서 극값을 

가진다. 

그러므로 함수  f(x)는 열린 구간 (
2
3π

, 2
π )의 적어도 한 점에서 극값을 가진다.

(ii) n=2인 경우

(i)에 의하여 함수 f(x)는 열린 구간 (
2
3π

, 2
π ) 의 적어도 한 점에서 극값을 가진다. 

또한 함수 f(x)가 닫힌 구간  
2
5π

, 2
3π  에서 연속이므로 최대·최소 정리에 의하여  

2
5π

, 2
3π  에서

최댓값과 최솟값을 가진다. 그런데, 구간의 양 끝점에서 함숫값이 f (
2
5π )=0= f (

2
3π )로 같으므로 

열린 구간 (
2
5π

, 2
3π ) 에 속하는 x=c에서 최댓값 또는 최솟값을 갖는다. 따라서 f(x)는 x=c에서 

극값을 가지므로 f(x)는 열린 구간 (
2
5π

, 2
3π ) 의 적어도 한 점에서 극값을 가진다.

그러므로 함수 f(x)는 구간 (
2
5π

, 2
π ) 의 적어도 두 점에서 극값을 가진다.

[1-1]

[1-2]

[1-3]

2. 출제의도 및 문항해설

함수의 다양한 성질과 미적분의 기본 개념에 대한 이해도를 측정하는 문항이다. 미분가능성에 대한 이해와 극값의 정의 및 

최대·최소 정리를 이해하고 활용하여 함수의 성질을 파악할 수 있는지, 미적분의 기본정리(적분과 미분의 관계)를 이해하고 

있는지를 평가하고자 하였다.

■ 문제 [1-1] 함수의 미분가능성을 이해하고 이를 판별할 수 있는지 평가한다. 주어진 점에서 식을 변형하여  

	 lim 
f(x)-f(0)

x
 의 존재성을 조사하면 무난히 해결할 수 있는 문항이었다. 이때 좌미분계수와 우미분계수를 

	 각각 계산하여 이 둘이 같음을 보임으로써 함수의 미분가능성을 보일 수도 있는 문항이었다.

■ 문제 [1-2] 주어진 구간에서 부등식의 해를 구할 수 있는지 평가한다. 주어진 구간의 함수를 수식으로 나타낸 후 미지수의 

변화에 따른 함숫값의 부호변화를 계산하여 부등식의 해를 구할 수 있다. 또한 삼각함수의 그래프를 통하여 역수로 이루어

진 식을 변형하여 해결할 수 있는 문항이었다.

■ 문제 [1-3] 주어진 구간 내의 극값의 존재성을 판별할 수 있는지 판별한다. 주어진 열린구간을 n개의 

	 열린구간 (
2

(2n+1)π
2

(2n-1)π ) (n은 자연수)에 대하여, 구간 끝에서의 함숫값이 같다는 사실을 바탕으로 최대·최소 

	 정리를 활용하여 각 구간별로 적어도 1개의 극값이 존재한다는 것을 통해 해결할 수 있다. 또한 수학적 귀납법을 통해 단계

적으로 자연수인 극값의 개수를 적어도 n개로 증명할 수 있는 문항이었다.

■ 문제 [1-4] 미적분학의 기본정리를 이해하고 미분계수를 바탕으로 그래프에 접하는 접선을 구할 수 있는지와 두 직선이 이

루는 각에 대한 정보를 구할 수 있는지 평가한다. 대부분의 교과서에서 탄젠트 함수의 덧셈정리를 이용하여 두 직선이 이루

는 각에 대한 정보를 구하는 문제를 다루고 있다. 따라서 주어진 함수의 도함수를 통하여 주어진 점에서의 접선을 구할 수 

있으며, 접선의 기울기와 삼각함수의 덧셈정리를 이용하여 cos2θ를 α에 대한 식으로 나타낼 수 있는 문항이었다.

3. 채점기준

■ 문제 [1-1] 함수의 미분가능성 및 지수함수와 삼각함수의 극한을 이해하는지 평가한다. 

■ 문제 [1-2] 지수함수의 성질을 이해하고 삼각함수를 포함하는 부등식을 주어진 구간 안에서 풀 수 있는지 평가한다.

■ 문제 [1-3] 함수의 극값 및 최대·최소 정리를 이해하는지 평가한다. 

■ 문제 [1-4] 접선의 기울기와 미분계수, 삼각함수와의 관계, 미적분의 기본정리(적분과 미분의 관계) 및 삼각함수의 덧셈정리를 

이해하는지 평가한다.

x→0
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1
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(iii) n=3인 경우

(ii)에 의하여 함수 f(x)는 열린 구간 (
2
5π

, 2
π )의 적어도 두 점에서 극값을 가진다. 

또한 함수 f(x)가 닫힌 구간  
2
7π

, 2
5π  에서 연속이므로 최대최소 정리에 의하여  

2
7π

, 2
5π  에서

최댓값과 최솟값을 가진다. 그런데, 구간의 양 끝점에서 함숫값이  f (
2
7π )=0=f (

2
5π )로 같으므로 

열린 구간 (
2
7π

, 2
5π ) 에 속하는 x=c에서 최댓값 또는 최솟값을 갖는다. 

따라서 f(x)는 x=c에서 극값을 가지므로  f(x)는 구간 (
2
7π

, 2
5π ) 의 적어도 한 점에서 극값을 가진다.

그러므로 함수  f(x)는 구간 (
2
7π

, 2
π ) 의 적어도 세 점에서 극값을 가진다.

위의 과정을 반복하면, 함수 f(x)는 모든 자연수 n에 대하여 열린 구간 (
2

(2n+1)π ,
2
π )의 

적어도 n개의 점에서 극값을 가진다.

y=g(x)와 y=F(x)의 그래프 위에 있는 점 (1,0)에서의 접선과 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기를 

각각 θ1, θ2라고 하자. g'(x)=xex -1이므로 tanθ1=g'(1)=1이고 적분과 미분의 관계에 의하여 

tanθ2=F'(1)=f(1)=α이다. 

따라서 |tanθ|=|tan(θ1-θ2 )|= 
tanθ1-tanθ2

1+tanθ1 tanθ2
 = 1-α

1+α
이다. 

그러므로 cos2θ=cos(θ+θ)=cos2θ-sin2θ=2cos2θ-1=
2

sec2θ
-1= 2

1+tan2θ
-1=

1-tan2θ

1+tan2θ

=

1+
1-α

1+α( (
2

1-   
1-α

1+α( (
2

= =
(1+α)2+(1-α)2

(1+α)2-(1-α)2

1+α2

2α
이다.

[1-4]

1. 문항 및 제시문2.  
자연계열 
논술시험 ❷

제시문

문제

좌표공간에서 중심이 (a, b, c)이고, 반지름의 길이가 r인 구의 방정식은

(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=r2  이다.

좌표공간에서 점 (x1,  y1,  z1)을 지나고, 영벡터가 아닌 벡터 n=(a, b, c)에 수직인 평면의 방정식은

a(x-x1)+b(y-y1)+c(z-z1)=0 이다.

xy평면 위를 움직이는 점 P의 시각 t에서의 x좌표와 y좌표가 x=f(t), y=g(t)일 때, 

속도의 x성분과 y성분은 
dx
dt

=f '(t), 
dy
dt

=g'(t)이다.

(입체도형의 부피) 닫힌 구간 [a, b]의 임의의 점 x에서 x축에 수직인 평면으로 자른 단면의 넓이가 S(x)인 

입체도형의 부피 V는 

V=∫
b

a
S(x)dx (단, S(x)는 구간 [a, b]에서 연속)

이다.

아래 그림과 같이 원점을 중심으로 하고, 반지름의 길이가 1인 구가 있다. 구의 외부에 있는 전파송신기가 

송출하는 전파는 3차원 공간에서 모든 방향을 향해 직선으로 전송되며, 전파의 전송 소요시간은 무시할 

수 있을 정도로 매우 빠르다고 가정한다. (단, 전파송신기는 반지름이 충분히 작아 크기를 무시할 수 있는 

구라고 가정하며, 아래 문항 [2-1]과 [2-2]의 전파방해물도 전파송신기와 크기 및 모양이 동일하다고 

가정한다. 따라서 전파송신기에서 송출된 전파가 전파방해물에 가로막히면 더 이상 전송되지 않는다.)

전파송신기의 위치가 (0, 3, 0)이고, (
1
2 , 1, -

1
2 )에 전파방해물이 있다고 하자. 이 전파방해물에

의해 전파가 도달하지 못하는 구 위의 점을 A라 할 때, 점 A에서 구에 접하는 평면의 방정식을 구하여라.

yz평면에서 전파송신기의 위치가 시각 t=0일 때 (0, 3, 0)에서 출발하여 z축의 양의 방향으로 매초 1의 

속력으로 등속운동을 한다. 이에 따라 (0, 2, 0)에 고정된 전파방해물에 의해 전파가 도달하지 못하는 

구 위의 점이 이동한다. 시각 t초에서 이 구 위의 점의 이동 속도의 y성분을 vy(t)라고 할 때, 

vy(
1
2 )의 값을 구하여라.

[가]

[나]

[다]

[라]

[마]

[2-1]

[2-2]

제시문 [가]-[마]를 참고하여 다음 물음에 답하여라.

→

z

y

x 1

1

1
O

전파송신기
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전파송신기의 위치가 시각 t=0일 때 (0, 3, 0)에서 출발하여 y축의 양의 방향으로 매초 1의 속력으로 

등속운동을 한다. 시각 t(t≥0)초에서 전파가 도달하는 구의 표면을 α, 전파송신기로부터 전파가 가장 멀리 

도달하는 구 위의 점들을 포함하는 평면을 β라 할 때, α와 β로 둘러싸인 입체의 부피를 t에 대한 식으로 

나타내어라.

전파송신기의 위치가 (2, 0, 0)에 고정되어 있다. x=0, y=z를 방정식으로 갖는 직선을 l이라 하고, 구가 

직선 l을 중심으로 등속 회전한다. 점 B는 시각 t=0일 때 구 위의 점(0, 0, 1)에 위치하고, 이 구의 움직임에 

따라 점 B도 움직인다. 구가 한 바퀴 회전할 때, 좌표공간에서 B가 지나는 점들로 이루어진 곡선에서 

전파송신기로부터 전파를 받을 수 있는 부분의 길이를 구하여라.

[2-3]

[2-4]

2. 출제의도 및 문항해설

좌표공간에서 정의된 도형과 평면 위를 운동하는 물체의 해석 능력을 평가하고자 하는 문제이다. 공간에 위치한 구, 평면, 

직선의 방정식 설정 능력과 매개변수로 표현된 함수의 미분 이해도, 벡터를 이용한 평면 운동의 해석 능력 등을 평가하고자 

하였다.

■ 문제 [2-1] 제시문 [마]에서 전파송신기와 전파방해물이 정지해있는 경우를 해석할 수 있는지 평가한다. 전파송신기와 전파

방해물을 지나는 직선의 방정식을 매개변수로 표현한 후 이를 구의 방정식에 대입하여 점 A를 구할 수 있으며 점 A의 위치

벡터가 평면의 법선벡터라는 것을 이용하여 평면의 방정식을 구할 수 있다.

■ 문제 [2-2] 평면 위의 점의 운동을 해석할 수 있는지를 평가한다. yz평면 위에서 전파송신기의 위치를 시간에 따른 매개변

수의 형태로 설정한 후 전파송신기와 고정된 전파방해물을 지나는 직선의 방정식과 구의 방정식의 교점을 매개변수를 이용

한 형태로 구한 후 이를 미분하여 점의 이동 속도의 y성분을 계산할 수 있다. 이 때, 평면 위의 원과 직선의 관계를 쉽게 풀

이할 수 있다.

■ 문제 [2-3] 주어진 입체도형의 부피를 정적분을 통해 계산할 수 있는지를 평가한다. 운동하는 전파송신기의 좌표를 시간에 

따른 매개변수의 형태로 설정한 후, 문제 상황을 바탕으로 입체도형이 y축에 수직으로 자른 단면이 원인 입체도형인 것을 

판단하여 정적분을 통해 t에 대한 식으로 표현할 수 있다.

■ 문제 [2-4] 문제에서 제시된 점들의 자취와 위치관계를 복합적으로 파악할 수 있는지 평가한다. 주어진 직선의 방향벡터가 

B가 지나는 점들이 놓이는 평면의 법선벡터임을 알 수 있고 B가 지나는 점들이 원을 이루는 것도 알 수 있다. 또한 전파송

신기에서 발사된 전파가 구에 닿는 영역을 문제 [2-3]에서와 같이 구한 후 이 영역에 포함되는 원의 일부인 호의 길이를 구

하면 된다는 것을 알 수 있다. 또한 호도법을 이용하여 호의 길이를 구하는 공식을 통하여 구하고자 하는 부분의 길이를 쉽

게 구할 수 있다.

3. 채점기준

■ 문제 [2-1] 두 점을 지나는 직선의 방정식, 직선과 구의 교점 및 구 위의 점에 접하는 평면의 방정식을 구할 수 있는지 평가한다.

■ 문제 [2-2] 두 점을 지나는 직선의 방정식 및 직선과 원의 교점을 구하고 미분을 이용하여 속도를 구할 수 있는지 평가한다.

■ 문제 [2-3] 정적분을 활용하여 입체도형의 부피를 구할 수 있는지 평가한다.

■ 문제 [2-4] 구, 직선, 원의 관계 및 호도법을 이해하여 부채꼴의 호의 길이를 구할 수 있는지 평가한다.

4. 답안사례      

먼저 원점을 중심으로 하고 반지름의 길이가 1인 구와 두 점 (
1
2 , 1, -

1
2 ) 과 (0, 3, 0)을 지나는 

직선의 교점을 구하자. 직선의 방정식은 
x
1
2

=
y-3

-2
=

z

-
1
2

이므로  
x
1
2

=
y-3

-2
=

z

-
1
2

=k라 놓으면  

직선 위의 점은 x=
k
2 , y=-2k+3, z=-

k
2 로 나타내어진다. 이를 구의 방정식 x2+y2+z2=1에  

대입하면 ( k
2 )

2
 + (-2k+3)2 + (-

k
2 )

2

=1이 되어 k=
4
3 이다.

따라서 점 A의 좌표는  (
2
3

, 1
3

, -
2
3 ) 이 되고 점 A에서 구에 접하는 평면의 방정식은

2
3 (x-

2
3 )+

1
3 (y -

1
3 )-

2
3 (z +

2
3 )=0 즉, 2x+y-2z=3이다. 

시각 t초에서 전파송신기의 위치는 (0, 3, t)이므로 전파가 도달하지 못하는 구 위의 점은 구와 

두 점 (0, 2, 0)과 (0, 3, t)를 지나는 직선의 교점 중 y좌표가 큰 것이다. (그림 1 참고) 

(0, 2, 0)과 (0, 3, t)를 지나는 직선의 방정식은 x=0, 
y-2

1
=

z
t

이므로  
y-2

1
=

z
t

=k라 놓으면 

직선 위의 점은 x=0, y=k+2, z=tk로 나타내어진다. 이를 구의 방정식  x2+y2+z2=1에 대입하면, 

`(k+2)2+t2k2=1,  즉,  (t2+1)k2+4k+3=0을 얻는다. 

따라서 k=
-2±   -3t2+1

t2+1
인데 구와 직선의 두 교점 중 y좌표가 큰 것이

우리가 구하고자 하는 점이므로 y=k+2로부터  k=
-2+   -3t2+1

t2+1
임을 알 수 있다. 

그러므로 vy(t)=
dy
dt

=
dk
dt

=
))

-6t
2   -3t2+1

(t2+1)-(-2+   -3t2+1 )·2t

(t2+1)2
가 되어 vy(

1
2 )=-

36
25

이다.

[2-1]

[2-2]

z

y2O

 그림 1

(3,t)
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시각 t초에서 전파송신기가 위치하는 점 P의 좌표는 (0, t+3, 0)이다. 원점과 평면 β의 거리 d를 구하기 

위하여 그림 2와 같이 yz평면 위에서 생각하자. 

점 P를 지나면서 원에 접하는 한 점을 Q라 하고 점 Q에서 y축에 내린 수선의 발을 H라 하면 d=OH이다. 

이때 삼각형 OHQ와 OQP는 서로 닮은 삼각형이므로 d:1=1:(t+3)이 되어  d=
1

t+3 이다.  

1
t+3

≤y≤1에 대하여 구를 y축에 수직인 평면으로 자른 단면의 넓이는 π(1-y2)이므로 α와 β로 

둘러싸인 입체의 부피는 

∫
1

1
t+3

  π(1-y2)dy=π[ y-
y3

3 ]
1

1
t+3
 = π(

2
3 -

1
t+3 +

1
3(t+3)3 ) 

이다. (그림 3 참고)

B가 지나는 점들은 직선 l로부터 거리가 일정한 구 위의 점이므로 원을 이룬다. t=0일 때 B의 위치가 

(0, 0, 1)이고 직선 l의 방정식이 x=0, y=z이기 때문에 이 원은 그림 4와 같이 두 점 (0, 0, 1)과 (0, 1, 0)을 

잇는 선분을 지름으로 하고 벡터 (0, 1, 1)에 수직인 평면 γ위에 놓이고 

원의 중심 C의 좌표는 (0 ,
1
2

, 1
2) 이며 반지름의 길이는    (

1
2 )

2
 + (

1
2 )

2 

= 2

2
이다. 

[2-3]

[2-4]

z

y

x

H
o

그림 3

z

l

y

x

o

그림 4

γC

z

Q

P

yO H

그림 2

t+3

한편, 전파송신기의 위치가 (2, 0, 0)이므로 문제 [2-3]에서와 같은 방법으로 계산하면 H의 좌표는 

(
1
2 , 0, 0) 이다. (그림 5 참고) 

따라서 구하고자 하는 곡선의 부분은 원 C를 평면 x=
1
2 로 잘랐을 때 x≥

1
2 인 부분이다. 

이를 평면 γ위에 그려보면 그림 6과 같으며 빗금 친 부채꼴의 호가 구하고자 하는 곡선의 부분이다. 

따라서 부채꼴의 중심각을 2θ라 놓으면 cosθ=

1
2

2

2

= 
2

2
가 되어 θ=

π
4

이므로 

호의 길이는 
2

2
·

π
2 =

2

4
π이다.  

z

Q

1

x OH2

P

 그림 5

}

x= 1

2

C

 그림 6

}}

1

2

2

2

θ

γ
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2. 출제의도 및 문항해설

미적분 및 확률·통계의 기본 개념과 그 활용에 대한 이해도를 측정하는 문제이다. 여러 가지 미분법 및 적분법, 부정적분, 미분

계수와 접선의 기울기의 관계를 이해하고 함수의 극한을 계산할 수 있으며 조합의 뜻과 확률변수를 이해하고 이산확률변수의 

기댓값을 구할 수 있는지 평가하고자 하였다.

■ 문제 [3-1] 정적분으로 표시된 함수의 결정과 부분적분법을 활용하면 어렵지 않게 문제해결에 접근할 수 있는 문제이다.

■ 문제 [3-2] 삼각형 PQR의 넓이 A(a)와 삼각형 PQR에 내접하는 원의 둘레의 길이 B(a)를 a를 이용하여 잘 표현하는 것이 

핵심인 문제로 이를 잘 해결한다면 극한값은 비교적 쉽게 구할 수 있을 것이다. 

	 [미적분Ⅰ] 다항함수의 미분법 중 도함수의 활용에서 접선의 방정식, [수학Ⅰ]의 직선의 방정식을 이용하여 세 점의 좌표를 

구한 다음, 중학교 때 배운 삼각형의 넓이와 내접원의 반지름의 관계를 이용하여 식을 정리한 후 함수의 극한 계산을 하면 

해결할 수 있는 문제이다.

■ 문제 [3-3] 동전의 앞면이 나오는 수와 뒷면이 나오는 수의 관계를 이용하고 θ=0이기 위한 경우를 잘 파악한다면 문제를 

잘 해결 할 수 있을 것이다. 경우의 수를 조합으로 표현하고 계산하면 해결할 수 있는 문제이다. “동전을 n번 던질 때, 동전

의 앞이 a번 뒤가 b번이라면 문제에서 원하는 경우는 이들 중 하나이다.”를 구하고 구한 바와 같이 원 위에서 바둑돌을 이

동 후 각이 θ=0인 것을 찾으면 된다. 여기서 n은 원위에서 방향을 바꾸는 횟수이다. 수험생들이 이 문제를 자연수의 분할과

의 연관성을 찾을 수 있다면 접근이 가능하다고 생각하고 자연수의 분할을 생각하지 않더라도 단순히 카운팅을 하여 구할 

수도 있다고 본다.

■ 문제 [3-4] 이산확률분포의 기댓값을 구하는 문제이다. 문제 [3-3]을 조금 확장하여 경우의 수를 구할 수 있고, 기댓값에 

대한 제시문 [다]를 활용하여 구할 수 있다.

3. 채점기준

■ 문제 [3-1] 함수의 곱의 미분법, 치환적분법 및 부분적분법을 이해하는지 평가한다.

■ 문제 [3-2] 미분계수와 접선의 기울기의 관계를 이해하고 함수의 극한을 구할 수 있는지 평가한다.

■ 문제 [3-3] 조합의 뜻을 이해하고 조합의 수를 구할 수 있는지 평가한다. 

■ 문제 [3-4] 확률변수를 이해하고 조합을 이용한 이산확률변수의 기댓값을 구할 수 있는지 평가한다.

3.  
자연계열 
논술시험 ❸

두 함수 f (x), g(x)가 미분가능할 때, [f (x), g(x)]'=f '(x)g(x)+f (x)g'(x)이다.

서로 다른 n개에서 순서를 생각하지 않고 r(0≤r ≤n)개를 택하는 것을, n개에서 r개를 택하는 조합이라 

하며, 이 조합의 수를 기호로 nCr=       =
r ! r !(n-r)!
nPr n !

 와 같이 나타낸다.

이산확률변수 X의 확률질량함수 P(X=xi)=pi(i=1, 2, …, n)에 대하여

∑
i=1

n
xipi =x1p1+x2p2+…+xnpn를 확률변수 X의 기댓값이라고 한다.

x＞0에서 정의된 함수 f (x)가 

f (x)+xf '(x)=
2ln t

t dt∫
x

1
 

를 만족하고 f (1)=2일 때 f (x)를 구하여라. 

(제시문 [가] 참고)

함수 f (x)=xn(n은 1보다 큰 자연수)라 하자. 임의의 a＞0에 대해 f (x)=xn의 그래프 위의 점 P(a,  an)에서의 

접선이 x축과 만나는 점을 Q, 점 P에서의 접선에 수직인 직선이 x축과 만나는 점을 R이라 하자. 

삼각형 PQR의 넓이를 A(a), 삼각형 PQR에 내접하는 원의 둘레의 길이를 B(a)라 할 때, 

극한값 lim
A(a)

a·B(a)a→0+
을 n에 대한 식으로 나타내어라.

아래 그림과 같이 점 O를 중심으로 원의 둘레가 12등분된 원 위의 점 P에 바둑돌이 있다. 

동전을 던져서 앞면이 나오면 시계 방향으로 1칸, 뒷면이 나오면 시계 반대 방향으로 1칸 바둑돌을 이동시킨

다. 한 개의 동전을 n번 던졌을 때, 바둑돌이 위치한 점을 Q라 하고 두 선분 OP, OQ가 이루는 각의 크기를 

θ (θ=0,
π
6
, 2π

6
.....6π

6 )라 하자.

동전을 14번 (n=14) 던졌을 때 θ=0이 되는 경우의 수를 구하여라.

동전을 5번 (n=5) 던졌을 때, sinθ의 값을 확률변수 X라 하고 확률변수 X의 기댓값을 구하여라.

[가]

[나]

[다]

문제

제시문을 참고하여 다음 물음에 답하여라.

[3-1]

[3-2]

[3-3]

[3-4]

제시문

1. 문항 및 제시문

P

O

θ

Q
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동전을 14번 던졌을 때 앞면이 나온 회수를 a, 뒷면이 나온 회수를 b라 하자. 

당연히 a+b=14를 만족해야 한다. θ=0이기 위해서는 a=b이거나 |a-b|=12이어야 한다. 

따라서 

i) a=b=7인 경우: 14C7 =3432

ii) a, b가 하나는 13, 나머지 하나는 1인 경우: 2·14C13 =2·14=28

그러므로 θ=0이 되는 경우의 수는 3432+28=3460이다. 

따라서  

[3-3]

[3-4]
앞면의 횟수 0 1 2 3 4 5

θ
5π
6

π
2

π
6

π
6

π
2

5π
6

X=sinθ 1
1
2

1
2 1

1
2

경우의 수 5C0 5C1 5C2 5C3 5C4 5C5

1
2

4. 답안사례

f (x)+xf '(x)={xf(x)}'이고 
2ln t

t dt =        2k dk=k2       = (lnx)2∫
x

1 ∫
lnx

0

lnx

0
이다. 이때 lnt=k로 치환하였다. 

따라서 {xf (x)}'=(lnx)2 이므로 양변을 적분하면 xf (x)=∫(lnx)2dx 이다.

부분적분을 두 번 이용하여 우변을 적분하면

xf (x)=∫(lnx)2dx=x(lnx)2-∫x·2lnx·
1
x  dx

	 =x(lnx)2-2∫lnxdx = x(lnx)2-2(xlnx - ∫x·
1
x  dx)

	 =x(lnx)2-2xlnx + 2x + C

이므로 f (x)=(lnx)2-2lnx + 2 + C
x

 이다. 또한 f (1)=2+C=2이므로 C=0이다.

그러므로 f (x)=(lnx)2-2lnx + 2이다.

함수 f (x)=xn의 그래프 위의 점 P(a, an)에서의 접선의 방정식은 y=nan-1(x-a)+an이므로

Q(a - 
a
n  , 0) 이다. 한편, 접선에 수직인 직선의 방정식은 y=-

1

nan-1 (x-a)+an이므로

R(a+na2n-1,0)이다. 따라서 

l1=PQ=
a2

n2
+ a2n, l2=QR=na2n-1+ a

n
, l3=RP = n2a4n-2+a2n  이다.

삼각형 PQR의 넓이는
l1l3
2

r(l1+l2+l3)

2
= A(a)=            이므로 r=           =           이다. 

l1l3
l1+l2+l3

2A(a)

l1+l2+l3
 

따라서 내접원의 둘레의 길이 B(a)= 2πr=         
4πA(a)

l1+l2+l3
이므로 

A(a)

a·B(a)
 = 

l1+l2+l3
4πa

이다.

한편, l1+l2+l3 =               +na2n-1+an-1+a2n-2+a2n n2a4n-2+a2n

 		        = a [                +na2(n-1)+n-1+                  ]n-2+a2(n-1) n2a4(n-1)+a2(n-1) 이고 n＞1 이므로

 

lim
A(a)

a·B(a)
=     lim [                +na2(n-1)+n-1+                  ]1

4πa→0+ a→0+
n-2+a2(n-1) n2a4(n-1)+a2(n-1)

		        = (             ) =
1
4π n-2+n-1

1

2πn  이다.

[3-1]

[3-2]

22
32

X=       일 확률 P(X=         ) =                                                 =         이고

X=1일 확률 P(X=1)=              =         이다.

그러므로 기댓값 E(X)=

1
2

1
2

10
32

5C0 +5C2+5C3+5C5

25

5C4+5C1

25

1
2

·     +1·     =      이다.
22
32

10
32

21
32

y

O Q R

P

x
r

l1

l2

l3
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[4-4]

4. 답안사례

평면 S(θ)는 점 (0, 0, 1)을 지나고 그림과 같이 법선벡터 n=(0, cosθ, sinθ)이므로 

평면 S(θ)의 방정식은 (cosθ)y+(sinθ)(z–1)=0이다. sinθ≠0(
π
4 ＜θ＜

π
2 ) 이므로 양변을

sinθ로 나누면 (cotθ)y+(z–1)=0, 즉, (cotθ)y+z=1을 얻는다. 

D=2 AP2–BP2 

=2[x2+(y–1)2+(z–2)2]–[x2+(y–3)2+(z–3)2]

=x2+y2+z2+2y–2z–8

=x2+(y+1)2+(z–1)2–10

이다. 그런데 P(x, y, z)가 평면 S(
π
3 ) 위의 점이므로 [4–1]에 의하여 (cot

π
3 )y+z=1, 

즉,  
3

y
+z=1을 만족한다. 따라서

D = x2+(y+1)2+
y2

3 –10=x2+
4
3 (y+

3
4 )

2
-

39
4 이 되어 

D의 최솟값은 –
39
4

이고 이 때의 점 P의 좌표는 (0, – 3
4

, 1+
3

4 ) 이다.

O

z

y

x

θS(θ)

Q(0,0,1)

θ

n

[4-1]

[4-2]

[4-3] 두 교점 R1, R2가 yz 평면 위에 있으므로 R1(y1, z1), R2(y2, z2)라 하자(단, y1＜y2).

3

–1 1y1 y2O

R2

R1

z

y

z =–(cotθ)y+1θ

R1은 z=–(cotθ)y+1과 z= 3y+ 3 의 교점이므로 y1 
=

3–1

3+cotθ
–  이다.

한편 R2는 z =–(cotθ)y+1과 z =– 3 y+ 3 의 교점이므로 y2 = 
3–1

3–cotθ
 이다.

따라서  y2–y1
 = 

3–cot2θ

2(3– 3) 
 이다.

제시문 [나]의 정사영의 정의를 활용하면 l(θ)·cos(
π
2 –θ) = y2–y1 이므로

l(θ) = 
y2–y1

sinθ
 = 

(3–cot2θ)sinθ

2(3– 3)
 이다.

π
4 ＜θ＜

π
2 에서 y=cotθ는 감소함수, y=sinθ는 증가함수이므로

l(θ) = 
(3–cot2θ)sinθ

2(3– 3)
는 감소함수가 되어 일대일대응이다. 따라서 

π
4 ＜θ＜

π
2 에서 l(θ)의

역함수가 존재한다. l -1(α)=
π
3 이므로 l(

π
3 )=α 이다. 따라서 역함수의 미분법에 의하여

(l -1)'(α) = 
l'(

π
3 )

1
 이다. 이제 l'(

π
3 )를 구해보자.

제시문 [다]를 사용하여, 양변에 자연로그를 취하면

lnl (θ)=ln(2(3– 3))–ln(3–cot2θ)–ln(sinθ)이고 이 식의 양변을 미분하면

l(θ)

l'(θ)
 = 

3–cot2θ

–2cotθcsc2θ
–

sinθ

cosθ
=-cotθ(

3–cot2θ

2csc2θ
+1) 이다.

따라서 l'(
π
3 ) = l(

π
3 )·(–

3

2
) = 

2

3(3– 3)
(-

3

2
) = 3–3 이고

(l -1)'(α)= 
l'(

π
3 )
1

 = 
1

3-3
 이다.
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