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1. 조건 (1), (2)를 만족하는 일차 변환을 나타내는 행렬을     라 하면, 

     


   에서      ⋯①

     ⋯②        


   에서      ⋯③        



   에서      ⋯④

①, ②, ③, ④로 부터
    는     또는   

 
 이다.       



   이고   

   


  


 이므로
점  가 옮겨지는 점은   또는  이다.

2. 먼저 각각의   를 나타내는 행렬을 구하자. 각 만큼 회전하는 회전변환을  , 축에 대한 대칭    
변환을 라 하면      이므로, 를 나타내는 행렬은 
 cos sin
sin cos   

  cos  sin 
sin  cos    cos sin

sin cos  이고, 같은 방법으로 와 를 나타내는 행렬은 
각각  cos sin

sin cos   cos sin
sin cos 가 된다.

합성변환 ∘ 를 나타내는 행렬은  cos sin
sin cos  cos sin

sin cos   cos sin
sin cos 이 되고,

따라서 ∘는 각 만큼 회전하는 회전변환이다.
∘∘를 나타내는 행렬은  cos sin

sin cos  cos sin
sin cos    cos sin

sin cos
이므로 ∘∘ 는 원점을 지나고 기울기가 tan    인 직선에 대한 대칭변환이다.

3.       이므로 문제 2에 의해 임의의 자연수 에 대해 ∘∘ 는 원점을 지나고 
기울기가  tan







  tan
 인 직선에 대한 대칭변환이다. 이를 라 하자.

즉, 임의의 자연수 에 대해   ∘∘ 이다. 
  ×  이고 ∘는 항등변환이므로
∘∘⋯∘  ∘∘∘∘∘∘∘⋯∘∘∘  ∘    

개
∘∘⋯∘   ∘

이다.  은 원점을 지나고 기울기가 tan
 인 직선에 대한 대칭변환이므로, 문제 에 의해 ∘는

각 

 

   
 만큼 회전하는 회전변환이다.
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1.   ′  lim
→



 lim
→




 lim
→



   ′

따라서    ′ 이다. (여기서 는 적분상수이다) 
∎    이다.
∎     ′이므로  ′ 이다.

그러므로   이다.
2. 중간값의 정리에 의해   

인 가 0과 1사이에 존재한다. 
구간  와  에 대하여 평균값의 정리를 적용하면, 
 ′ 




와  ′ 




인     과     가 존재한다. 

 ′

 ′


  ⇔





 

⇔   

⇔   

그런데,   
이므로,   이다. 따라서  이 성립한다.

그러므로  ′

 ′


 이다.

3.   인 경우는 구간 에서 평균값 정리를 적용하면,  ′ 


 인 이 0과 1사이에 
존재한다.   인 경우는 (2)에서 이미 증명하였는데, 증명의 아이디어는 다음과 같다.

① 구간 의 함수 에 대한 치역 에 포함되는 구간 을 2등분하여 중간값의 정리를 적용.
② 중간값의 정리의 적용을 통해 구한 값 ∈ 에 의해 결정된 두 구간  과  에 대해 

평균값의 정리를 적용.
≥ 인 경우에도 위의 아이디어를 적용한다. 우선 치역 에 포함되는 구간 을 등분하여 얻은 
값은 


 ⋯ 

이다. 는 ≤ ≤인 자연수라고 할 때, 중간값의 정리에 의해   
 를 

만족시키는 가 0과 1사이에 적어도 하나 존재한다. 그런 중에서 제일 작은 수를 라고 하자. 그러면, 
  

  ≤ ≤이고, 중간값의 정리에 의해      ⋯   을 만족함을 알 수 있다.

     이라 하고, 구간  에서 평균값의 정리를 적용하면  ′ 
을 만족시키는 

가 과 사이에 적어도 하나 존재한다. 그런데,  ′ 












 이 

므로, 




 ′






    이다.


