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자연계열 [문제 1] 해설 및 모범답안

[문제 1] (50점) 다음 제시문을 읽고 문항별로 풀이와 함께 답하시오.

[1] 부등식       ≥ 이 모든 실수 에 대하여 성립할 때 의 최솟값과 최댓값을 구하시오.  

[13점]

 

[2] 실수 전체의 집합의 공집합이 아닌 부분집합 와 집합           단, 는 실수 에 대하여 다

음 물음에 답하시오.

(1) 가 조건 “∈이면  ∈이다”를 만족시킬 때 는 무한집합임을 증명하시오.  [6점]

(2) (1)을 이용하여 가 유한집합인지 무한집합인지 판정하고 이유를 설명하시오.  [9점]

 

[3] 실수 전체의 집합의 공집합이 아닌 부분집합 를 정의역으로 하는 함수   →가 일대일 대응일 때 

다음 물음에 답하시오.

(1) 함수 의 역함수     →는 일대일함수임을 증명하시오.  [7점]

(2) 함수   →,   과 함수   →에 대하여 ∘   ∘일 때 를 구하시오.  [5점]

(3) 함수 에 대한 다음 명제의 참 또는 거짓을 판정하고 대우를 이용하여 증명하시오.  [10점]

∘ ≠ 인 ∈가 존재하면  ∘  ≠ 인 ∈가 존재한다.

1. 원소가 유한개인 집합을 유한집합이라 하고 원소가 무수히 많은 집합을 무한집합이라고 한다.

2. 명제  → 에 대하여 ∼ → ∼를 대우라고 한다.

3. 함수   →가 일대일함수이고 치역과 공역이 같을 때 이 함수 를 일대일 대응이라고 한다.

4. 함수   →가 일대일 대응일 때     →는 의 역함수이다.

5. 두 함수   →   →의 합성함수는 ∘   → ∘    이다.
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■ 출제 의도

[1] 일차부등식을 이해하고 해의 존재성을 판단하는 능력과 최솟값과 최댓값을 구하는 계산력을 평가한다.

[2] (1) 집합의 원소의 개수에 대한 명제의 참, 거짓을 판단할 수 있는 능력과 이를 증명할 수 있는 논리력을  

        평가한다.

    (2) 주어진 집합의 원소를 구체적으로 구하는 계산력과 이 집합이 무한집합임을 증명하기 위해서 주어진  

        명제를 활용할 수 있는 응용력 및 논리력을 평가한다. 

[3] (1) 역함수가 일대일함수가 됨을 증명할 수 있는 논리력을 평가한다. 

    (2) 합성함수의 이해력 및 계산능력을 평가한다.

    (3) 주어진 명제의 대우를 구체적으로 구하는 이해력 및 대우명제가 참임으로 증명하는 논리력을 평      

    가한다. 

■ 문항 해설

   일차부등식, 집합, 명제 및 일대일대응, 역합수 및 합성함수 등의 개념은 인문학과 자연과학을 포함한 모

든 분야에서 유용하게 활용되고 있는 가장 기본적인 수학적 개념이다. 이러한 개념들을 이해하고 기본적인 논

리력을 활용하여 다음과 같은 기본적인 과정을 통해 해결할 수 있는 간단한 문항이라고 할 수 있다. 

[1] 주어진 부등식의 해를 구하는 과정을 이해함으로써 답을 유도할 수 있는 문항이다.

[2] (1) 주어진 명제의 가정과 결론을 이해하면 간단히 해결할 수 있는 문항이다. 

    (2) 집합에 속하는 원소를 구체적으로 구하고 주어진 명제에 응용함로써 해결할 수 있도록 구성된       

      문항이다.

[3] (1) 역함수의 개념과 일대일 함수를 이해함으로써 간단히 해결할 수 있는 문항이다.

    (2) 합성함수의 개념과 일대일대응의 개념에 대한 이해를 기반으로 해결할 수 있는 문항이다. 

    (3) 주어진 명제의 대우를 구할 수 있으면 함수와 역함수의 이해를 통해 해결할 수 있는 문항이다. 
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■ 채점 기준

하위문항 채점 기준 배점

1

≥ 임을 구했으면 4

   을 구했으면 2

 ≤ ≤ 를 구했으면 3

의 최솟값 , 의 최댓값 을 구했으면(각각 2점씩) 4

2-1

를 유한집합이라 가정하고 에 속하는 원소 중에 가장 큰 원소가 존재

함을 설명하였으면
2

에 속하는 원소 중에 가장 큰 원소를 라 놓고  ∈을 설명하였

으면
2

   이므로 가 에 속하는 원소 중에 가장 큰 원소라는 것에 모

순임을 보였으면
2

2-2

가 무한집합임을 언급하였으면 3

∈이면   임을 보였으면 

(또는,         단, 는 실수 임을 보였으면)
3

  이면    이므로  ∈임을 설명하였으면 3

3-1

        라고 가정하였으면 3

        를 구했으면 2

∘  는 항등함수이므로   임을 설명하였으면 2

3-2

  를 구했으면 3

  를 구했으면 2

3-3

주어진 명제가 참임을 언급하였으면 2

모든 ∈에 대하여  ∘    가 성립한다고 가정하였으면 3

    임을 보였으면 2

모든 ∈에 대하여 ∘   임을 보이고 대우가 참임을 설명하였

으면
3
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■ 예시 답안

[1] 부등식을 정리하면   ≥   이다. 그런데   이면      이고  ≤

  

이므로 부등식은 모든 실수 에 대해서 성립하지 않는다. 그러므로  ≥ 이고    이다. 

따라서    ≤ 이므로   ≤ ≤ 이다. 즉, ≥ 이고  ≤ ≤ 이므로  ≤ ≤ 이다. 

그러므로 의 최솟값은 이고 의 최댓값은 이다.

[2] (1) 가 유한집합이라 가정하면 에 속하는 원소 중에 가장 큰 원소가 존재한다. 이를 라 놓으면 주어

진 조건에 따라서  ∈ 이다. 그런데    이므로 가 에 속하는 원소 중에 가장 큰 원소라는 것

에 모순이 된다. 따라서 는 무한집합이다.

(2) ∈이면    이고   이다. 따라서 ∈이면   이므로          단, 는 실수 이

다. 그런데   이면    이므로 조건 “∈이면  ∈이다”를 만족시킨다. 그러므로 (1)에 의

해서 는 무한집합이다.

[3] (1)         라고 가정하면         이고 ∘   는 항등함수이므로   이다. 

따라서   는 일대일함수이다.

(2) ∘   ∘이므로   이다. 그런데 는 일대일함수이므로   이다. 

그런데   이므로   이고   이다.

(3) 모든 ∈에 대하여  ∘    가 성립한다고 가정하자. 그러면  ∘    이다. 

그런데  ∘    ∘        이므로     이다. 

따라서       이므로 모든 ∈에 대하여 ∘   이다. 

즉, 주어진 명제의 대우는 참이므로 주어진 명제는 참이다.


